TEMA 1

Teoria de errores
Operaciones con nimeros aproximados

1. Introduccion

Todas las ciencias experimentales se basan en observaciones cuantitati-
vas que llamamos medidas. La medida de cualquier magnitud se expresa
por un numero acompafnado de la unidad en la que se ha medido y que
presta su significado al numero. Pero el proceso de medida estd sujeto in-
evitablemente a una serie de limitaciones que se traducen en la existencia
de cierta incertidumbre en el niumero obtenido, debido entre otras causas,
a la imperfeccién de los instrumentos de medida. Consecuentemente, el re-
sultado de una medida solo tiene sentido si, ademdas del numero obtenido y
su unidad correspondiente, va acompafiado de otro numero, denominado
error, que da cuenta de la incertidumbre asociada a ella. Debemos entender
que, la palabra error no significa equivocacion o fallo, sino que se refiere a
la incertidumbre inevitable que existe al realizar cualquier medida.

En el proceso de resolver un problema tratamos con diversos numeros,
los cuales pueden ser exactos o aproximados. Los nimeros exactos dan el
valor verdadero de un numero. Los numeros aproximados dan un valor
cercano al valor verdadero, el grado de acercamiento depende del error de
calculo.

Por ejemplo, en las afirmaciones un cubo tiene 6 caras, tenemos 5 dedos
en cada mano, hay 103 estudiantes en clase 2, los nimeros 6, 5y 103 son
exactos. Sin embargo, en las afirmaciones la casa mide 14’25 m de ancho,
el radio de la Tierra es 6.000 km, la masa de una caja es 10 gr, los nimeros
14’25, 6.000 y 10 son aproximados.
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Esto esta motivado, sobre todo, por la imperfeccién de los instrumentos
de medida que utilizamos. No existen instrumentos de medida exactos, ca-
da uno tiene su propia precision, es decir, admite un cierto error de medida.
Ademads, en el segundo ejemplo entra en juego el concepto de radio de la
Tierra.

En la préctica, sobrentendemos que un numero aproximado a es aquel
que difiere poco del nimero exacto A y que puede ser sustituido por él en
los célculos.

Se entiende que una aproximacion a es por defecto del nimero A si es
menor que Ay por exceso si es mayor.

2. Notacion cientifica

Un nuimero escrito en notacion cientifica sigue el siguiente patron:
m x 10F =m - 10*

El nimero m se denomina mantisa y k£ el orden de magnitud. La mantisa,
en valor absoluto, deber ser mayor o igual que 1 y menor que 10, y el orden
de magnitud es el exponente.

Ejemplo 2.1.
m 500 =5 x 102 =5-10?
= 38000 = 3'8 x 10* = 3'8 - 10*
= 1'003 = 1’003 x 10° = 1’003 - 10°
= 0’00031 =31 x 107+ =3'1-10~*
= /003 =3x10"3=3-1073
= 602 x 10?3 = 602 - 10* constante de Avogadro.
= 100,000,000,000 = 1 x 10!
= (0’00000000001 = 1 x 10~
= (/0000302 = 3'02 x 107
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3. Redondeo y truncamiento de un decimal

Podemos aproximar un nimero decimal por otro que tenga menor nu-
mero de cifras decimales. Esto podemos hacerlo de dos formas distintas:

1. Mediante truncamiento Dejamos el numero de decimales deseado,
quitando los demas.

2. Mediante redondeo La cifra que redondeamos aumenta en uno si la
primera cifra suprimida es mayor o igual que 5. En otro caso no varia.

Ejemplo 3.1. Si A = 314516 y lo truncamos a cuatro cifras decimales se
obtiene a = 3'1451; en cambio, si lo redondeamos a cuatro cifras decimales
queda: a = 3'1452.

Ejemplo 3.2. Redondear los siguientes niimeros con tres cifras decimales:
A, = 127852, Ay = 394'261, Ay = 6'265001, A, = 147’5, A5 = 148'35.

1. ay =12'8
2. ay =394
3. a3 =627
4. ay =148
5. a5 =148
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4. Error absoluto

El valor absoluto de la diferencia entre el numero exacto A y su aproxi-
mado a es el error absoluto cometido |A — a.

En general, es imposible determinar el valor del error absoluto |A — a|
e incluso su signo ya que el numero exacto A es desconocido. Por consi-
guiente, utilizamos cotas superiores del valor absoluto del error absoluto.

Si el error absoluto es menor que A,, se dice que A, es una cota de
error absoluto y se tiene

|A—al <A, (1)

El error absoluto es una cota superior de la desviacién del nimero exac-
to A de su aproximacién:

a—N, <A<a+ A, 2
Graficamente:

[ L i
L I 1

G—Aa A a+Aa

La desigualdad (2) se escribe a menudo en la forma
A=ax+ A, 3)

Ejemplo 4.1. Se sabe que m = 3'14159265 . . . entonces si tomamos a = 3'1416
como valor aproximado de T el error que estamos cometiendo es

|7 — 3'1416] = 0/00000735 . .. < 0/000008 < 0’00001 = 10~°

en este caso podemos afirmar que 3'1416 es un valor aproximado de w con un
error menor que 0'000008 o bien menor que una cienmilésima. Esto es, pode-
mos tomar como error absoluto 0'000008 o también podemos tomar 0'00001.

El error absoluto no debe expresarse nunca con mas de dos cifras

Por convenio, el error absoluto se expresara con dos cifras si la primera
es un 1, o, si siendo un 2, no llega a 5 la segunda.
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INCORRECTO CORRECTO
5619+ 0126 562+ 013
84 +0,06 840 £+ 0'06
345’233 £ 0'18 345’23 £ 018
2'023 £ 00261  2'02 £ 003

En los demds casos, el error absoluto deberd expresarse con una sola
cifra obtenida mediante redondeo.

5. Error relativo

El error relativo de un ntimero aproximado « es la cantidad J, que sa-
tisface la desigualdad

A—
S < aro @
En particular se admite
A,
0o =77, a#0 (5)
|al

Ejemplo 5.1. Un nimero A estd en el intervalo [23'07,23'10]. Encontrar un
valor aproximado, el error absoluto y el relativo de dicho valor.

Supongamos que elegimos el punto medio del intervalo como valor
aproximado: a = 23'085. El error absoluto es la mitad de la longitud del
intervalo: A, = 0'015. El error relativo lo tomamos como J, = A,/a =
0'000604 . . . Es usual redondear el valor del error a uno o dos digitos no
nulos. Por consiguiente ponemos §, = 0’07 %. O

Ejemplo 5.2. Determinar; en tanto por ciento, el error relativo del niimero
aproximado a = 351480 si A = 351480 4+ 0'0007.

Utilizando la férmula (5), se tiene

A 0’0007
bg= — = = 0’00002 = 0,002
a 351480 ’ %

]

Ejemplo 5.3. Determinar el error absoluto del niimero aproximado a = 4’123
si 6, = 0'01 %.
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A, = |a| - 6, = 4123 - 00001 < 0’0005,
A = 41230 + 0/0005.

6. Cifras significativas

Todo numero decimal positivo, tanto exacto como aproximado, puede
ser representado como

a=oq-10"+ay- 10" 4+ f o, - 10mTT 4L

El digito «,, del niumero aproximado a es una cifra significativa si es
valida la desigualdad
|A—a|l <05-10m " (6)

esto es, si
A, <0'5-10m "+ (7)

6.1. Observaciones

Lea desde la izquierda y comience a contar las cifras significativas cuan-
do encuentre el primer digito distinto de cero.

1. Todos los numeros distintos de cero son significativos (lo que
significa que cuentan como cifras significativas)
613 tiene tres cifras significativas
123456 tiene seis cifras significativas
2. Los ceros ubicados entre digitos distintos de cero son significati-
vos (cuentan)
5004 tiene cuatro cifras significativas
602 tiene tres cifras significativas
6000000000000002 itiene 16 cifras significativas!
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3. Los ceros finales (los que estan al final) son significativos solo si
el namero contiene un punto decimal; de otra manera son insig-
nificantes (no cuentan)

5’640 tiene cuatro cifras significativas
120000’ tiene seis cifras significativas
120000 tiene dos cifras significativas salvo que reciba informacion
adicional sobre el problema

4. Los ceros a la izquierda del primer digito distinto de cero son
insignificantes (no cuentan); ison solo marcadores de posicion!
0'000456 tiene tres cifras significativas
0’052 tiene dos cifras significativas
0’000000000000000000000000000000000052 itambién tiene dos cifras
significativas!

Ejemplo 6.1. El niimero a = 23'071937 contiene cinco cifras significativas.
Encontrar su error absoluto.

Haciendo uso de la féormula (6) para m = 1, n = 5 se tiene A, =
0’5 - 1075+ = 00005 es el error absoluto. O

Ejemplo 6.2. {Cudl es el error relativo del niimero aproximado a = 4’176 si
todas sus cifras son significativas?

En este cason =4y m = 0. Conlo cual A, = 0/5- 104" =0,5.1073

A, 00005

5y = 2 =
la| — 4176

=0,0001197 < 0’00012 = 0’012 %

]

Ejemplo 6.3. {Cudntas cifras decimales deben tomarse en /18 para que el
error relativo no exceda del 0'1 %?

V18 = 4/2426406 . . .

0, = 0'1% = 0’001.

A, = 42426406 - - - x 0'001 = 0'004242 ... < 0005

=05-10"2 < 05100+

Entonces 1 —n = 2 = n = 3. Es decir v/18 = 4’243 + 0,005 H
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7. Error de una suma y de una diferencia

Las propiedades se verifican para el error absoluto y son :

Aarp <As+Ap

App <A +Ap

Para el error relativo:

s :AA+B<AA+AB
BT AT BT A+B
A4_p Ay + Ap

= <
‘AB= 1B A B

8. Error de un producto y de un cociente
Las propiedades se verifican para el error relativo y son:

Producto

dap=04+0p

Cociente

da/B =04 +0pB

Ejemplo 8.1. Determinar el resultado del producto 124 x (/6554 con todas
sus cifras significativas si ambos nimeros tienen todas sus cifras significativas.

En primer lugar, 1’24 x 0/6554 = (/812696
Por otra parte, si a = 1’24 x 06554, a; = 124 y ay = 0/6554, tenemos:

0005 000005
5, =6, 40, — — /00403 + 0000000762 = 0/004106
0 = o T 6554 +
Con esto, A, — /812696 x 0/004106 — 0/00336

Ahora determinamos el numero de cifras significativas de a:

A, = 000336 < 0’5 - 1071+
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lo cual se verifica si n = 2, por consiguiente el resultado con sus cifras
significativas es a = 0’81 O

Ejemplo 8.2. Determinar el resultado del cociente 129 07954 con todas sus
cifras significativas si ambos niimeros tienen todas sus cifras significativas.

En primer lugar, 129 + 07954 = 1'621825
Por otra parte, si a = 1’29 x 07954, a; = 129 y ay = 0'7954, tenemos:

0005  0/00005
Oa = Ou + 0 = J50" + oy

= 0'003875 + 0000006286 = 0003881286

Con esto, A, = 1'621825 x 0003881286 = 00062947666

Ahora determinamos el niumero de cifras significativas de a: A, = 0'006294766 <
0’5 - 10°="*! lo cual se verifica si n = 2, por consiguiente el resultado con
sus (dos) cifras significativas es a = 1’6 O

9. Error de una potencia y de una raiz
Las propiedades se verifican para el error relativo y son:

Potencia

Raiz

1
5n :*(5
A n A

Ejemplo 9.1. El lado de un cuadrado es a = 36’5 cm (con una precision de 1
mm). Encontrar el drea del cuadrado, el error absoluto y el relativo asi como
el numero de cifras significativas del resultado.

(1) Calculamos el area del cuadrado:
s =a® =365 = 1332'2 = 133 - 10° cm*

(2) Buscamos el error relativo del area:

/

= (/0055 = 55 %.
36’5 %

0s =20 =2-
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(3) Ahora buscamos el error absoluto del area:
A, = sd;, = 1’33 -10% - 00055 = 74 cm?.

Ahora determinamos el ntimero de cifras significativas de s: Ay, = 74 <
0’5 - 103~"*! lo cual se verifica si n = 2, por consiguiente el resultado con
sus (dos) cifras significativas es s = 1’3 cm?. O

Ejemplo 9.2. Encontrar con qué error relativo y con cudntas cifras significa-
tivas podemos calcular el lado de un cuadrado si su drea es s = 16’45 cm? con
un error de 0/01.

Se tiene a = /s = 4056 cm;

1 1 001

6:— = — .
“ 277 2 1645

= 0’0003 = 0'03 %;

A, = 4056 - 00003 = 1'3- 1073,
Con esto se tiene
13-107% = (00013 < 0005 = 0'5 - 107>
por consiguiente 0 — n + 1 = —2 = n = 3. Tiene 3 cifras significativas. [

Ejemplo 9.3. Obtener el niimero de cifras significativas de la siguiente ope-
racion sabiendo que cada uno de los niimeros que aparecen en su expresion
tiene todas sus cifras significativas.

B \5/1'000 — 0'0005
20000 + (07005

Y = 0'8700289107313.. ..

a =1'000 = A, = 0’0005

= 00005 = A, = 0’00005

¢ =2'0000 = A. = 0'00005

d = 0'005 = A, = 0’0005
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1
Iy = 5 (0g—p + Ocsa)

A,—p  0'0005 + 0'00005
a—b 1000 — 00005
Acyg /00005 + 0’0005
c+d 20000+ 0005

dop = = 0’00055

= 0'0002743

5c—|—d =

1
"y = = (0’00055 + 0'0002743) = 0'000165

= Ay = 0/00014355470271 < 00005 =0'5-102 = -3 =—-1—-n+1

= n = 3 cifras significativas

(0’870:0289107313
0'000:5
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