TEMA 4
Integral definida
Aplicaciones de la integral definida
Métodos numéricos

1. Introduccion

La integral definida es una herramienta de gran utilidad en las ciencias
fisicas, naturales y sociales, ya que muchas magnitudes de interés en dichas
ciencias pueden definirse mediante el tipo de suma que se presenta en la
integral definida.

La idea de integral definida surge al tratar de calcular dreas de recintos
planos delimitados por graficas de funciones. Un caso sencillo puede ser el
area delimitada en la figura.

2. Integral definida de una funciéon continua

Consideremos una funcién continua f en un intervalo [a, b] y el recinto
limitado por la gréfica de f, las rectas verticales = a, x = by el eje OX.

Un valor aproximado del drea limitada por ese recinto se obtiene divi-
diendo el intervalo [a,b] en n partes a travésde zp = a < 11 < g < -+ <
x, = b. En cada intervalo [zj_;,z;] consideramos el punto medio ¢; y el
rectangulo de base dicho intervalo y altura f(¢;). Obtenemos Ry, Rs, ... R,
rectangulos con areas f(t)(xr — Tx_1).

Si sumamos todas las areas obtenemos un valor que depende de n

F, = Zn: f(te)(@r — 21-1)

k=1



Integral definida 2

Si hacemos n — oo nos queda un valor que denominamos integral definida
de f(z) entre ay by que denotamos por

/abf(m)d:L°

Aqui a y b se denominan limites de integracion.
Sila funcién f(z) es positiva Vz € [a, b] o negativa Vx € [a, b] entonces

/ab f(z)dz

es el drea detirminada por la curva y el eje OX en el intervalo [a, b].
Propiedades:

1.

b b b
[ @)+ g@)de = [ f@)da+ [ gla)de
2. Si K es una constante entonces

/abe(x)dx = K/abf(x)dx

/abf(x)dx = —/ba f(z)dz
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& midpoint Riemann sum approzimation of | £ x) dr, where
1]

Flx) =z 1 —x andthe partition is wniform . The approxim ate value of
the integral is0 2680567227, Number of subinterseals used: 10,

4. Sic es un punto que se encuentra entre a y b se tiene

/abf(x)dx - /acf(x)d:v + /be(:c)dx

Regla de Barrow.
Si la funcién F' es una primitiva de f, es decir F'(x) = f(x) entonces

Ejemplos:
1.
1 -, 1 1 1 1
a?-1 _60_6—1:(1_>
2 e

! z2—1
/ xe der = —e =
0 2 0 2

s
3
/ cos zdx
0
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Integral definida 4

3. Calculo de areas.

Pretendemos calcular el drea de la figura limitada por la curva f(z) y el
eje OX en el intervalo [a, b]

%3

x1 x2

En primer lugar calculamos los puntos de corte de la curva con el eje
OX, esto es, resolvemos la ecuacién f(x) = 0.

Considerando los puntos de corte entre a y b calculamos el drea de la
siguiente forma:

A= +

+ /xz f(z)dz

/:3 f(x)dx’ +

2

/:2 f(x)dx

1

/axl f(x)dx

Si queremos calcular el drea entre dos curvas f(x) y g(x) en un intervalo
la, b], hallamos los puntos de corte resolviendo la ecuacién f(z) = g(z) y
nos queda, si x; y x» son las soluciones

A= +

[ 17) - gt

2

| 1@ = g

1

[ (@) - g@lds] +

Ejemplos:
1. Area comprendida entre la curva y = —22 + 4z + 2 y el eje OX.
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Puntos de corte: —z2+4x+2 = 0. Soluciones (1/24 = 2v/6): x = 2+ /6,
x =2 — /6 de donde el 4rea es:

3 246

2+v6 ) z )
A= / (—a® + 4o+ 2)do| = |~ + 207+ 20| | =19,59
2

-6

2—/6

2. Area comprendida entre la curva z = (y + 1)(y — 3) y el eje OY.

El problema se resuelve igual pero intercambiando los papeles de = e .

Resolvemos la ecuacién (y + 1)(y —3) = 0queday = —1,y = 3y se
tiene:

A= ‘/_31(y+ 1)y — 3)dy’ = ‘/_i(yQ — 2y — 3)dy‘

3 3
Y 2
L3
3 Yy Y

~ | —10,67| = 10,67

-1

3. Determinar el drea del recinto limitado por las curvas f(z) = 23 —
3z + 8y g(x) = —3z en el intervalo [—3, 0].

Averigiliemos si las dos curvas se cortan en algun punto del intervalo
[—3, 0]. Para ello resolvemos la ecuacién 23 —3z+8 = —3z. Es decir, 23 = —8
= =—2.

Tenemos dos regiones, asi que:

—2 0
A:‘/ (x3+8)da:+‘/ (a® + 8)dx
-3 -2
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0 15 81

—2
12 12
’ =

4
e T8
4 -3 4 —2

4. Determinar el drea comprendida entre las curvas de ecuaciones y =

4
+

(z—2)2 _ 2 2
o 1,.y =:r+3, T = 4.
Resolviendo la ecuacion
(z — 2)2 2 2
7 1== =

9 5515

da como soluciones —1y 3. Puesto que 2 > 4 el 4rea sera:

:/ i—l—fa:—f dz
-1 9 b} 5

Yy=25x+5

5. Calcular el area del recinto limitado por las curvas de ecuacién y =

4
d—x,y=—.
x
Determinamos los puntos de corte entre ambas curvas resolviendo el
sistema:
y=5—=x
4
y=—
x
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Integral definida 7

4

de donde 5 —z = —, esdecir z(5 —z) = 4 & 2? — 5z +4 = 0, y asi tenemos
Xz

los puntos z = 1y x = 4. y el area sera:

2 4

4 4
A= / (5—:U—da:) = 5m—x——4lnx
1 T 2 L
1 15 15
:’20—8—4ln4—5+2+ln1‘:‘2—ln4 :?—lnél.
s - \\‘\\ fl,f: i
E; igmoe \\\}H"\L_":\* *:

4. Integracion numérica.

Cuando queremos calcular una integral definida pueden darse dos si-
tuaciones excepcionales:
a) No sabemos resolver la integral indefinida correspondiente, por ejem-

plo:
1 2
/ e " dx
0

b) El integrando no es conocido explicitamente. La funcién f(z) solo se
conoce para ciertos valores (en problemas de laboratorio).

En estos casos se pretende encontrar un valor aproximado de la integral.
Aqui daremos idea de los dos métodos mas usuales a este nivel.
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Integral definida 8

Regla trapezoidal.
Se trata de encontrar un valor aproximado de f: f(z)dz. Dividimos el
intervalo [a,b] en n partes iguales (n intervalos) de longitud h = =2 Se

RN

S

0z

o1

o

o 0z 0.4 08 0z 1

1
An approximation of | F(x) drusing trapezoidrde, where lb
0
Fix)=x 1 —x andthe partition is uniform . The approxim ate walue of
the integral is0.2504951935, Number of subintervals used: 8.

tiene que una aproximacién a la integral es la suma de las areas de los
trapecios, es decir,
b a b
/ f(x)dx ~h (JC(Q) + f(z1) + fxe) + -+ fzp-1) + f<2>>

Regla de Simpson.

Para aproximar la integral por este método debemos dividir el intervalo
la, b] en n partes iguales con n par.

La idea es aproximar la integral utilizando pardbolas que pasan por cada
tres puntos. Obtenemos:

[ £ = (@) AF )42 ) 4 () 420 () 44 (1) +F0))

Ejemplos:
1. Calcular el valor de [ £ ytilizando los dos métodos con n = 4.

Estd claro que h = 1/4 = 0,25. Con el método del trapecio tendriamos
que

2 dz 1 1 1 1 1
—~0,25 =+ —+ — - =
/1 - 0, 5<2+1725+1’5+1’75+4> 0,6975
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S

0z

0.1

o

o 0z 0.4 0é 0z 1
1

An approximation of | F(x) dr using Simpson s rale, where
a

Fixy=x.1—=x andthe partition is uniform . The spprocim ate walue of
the integral is0. 2646856520, Mumber of subintervals used: 6.

Con el de Simpson seria:

2dz 0,25 1 1 11
a2 4y 14— 1+ -} =0,6925
/1 T 3 <+ 125 15 1,75+2> ’

y el valor exacto es In2 = 0,6931.
2. Supongamos una funcién desconocida salvo para ciertos valores:

0 4 8 12 16
fHlo0 1,2 23 3 2

Calcular [,° f(t)dt.
En este caso se tienen cuatro intervalos. y h = 4. Con la regla trapezoidal
tenemos:

/016 F(t)dt ~ 4 <f<20) FF4) + F(8) + F(12) + f(;6)> — 30

Por la regla de Simpson:

/016 ft)dt ~ ;L (f(0) +4f(4) +2f(8) +4f(12) + f(16)) = 31,2
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5. Valor medio de una funcion.

Consideremos una funcién dada por y = f(z) en un intervalo [a, b].
Se denomina valor medio de la funcién en [a, b] al nimero real

_ 1 b
f=7— | f@)da

Este concepto es una generalizaciéon de la media aritmética de varios nu-
Meros 'y, Ta, ... Ty

T+ To+ o+ Ty Dy Tk
n n

T =

En cierto modo es como si tratdsemos de sumar todos los valores de f(x)
en [a,b] (f° f(x)dz) y dividir por el niimero de valores en [a,b], (b — a).
Ejemplo:

Si la temperatura en un lugar ¢ horas depués de mediodia viene dada
por T'(t) = 47 + 3t — 0, tt?. {Cudnto vale la temperatura media entre las 12
y las 18 horas?.

_ 1 6
T = 7/ (47 + 3t — 0, 562)dt = 50°
6—0Jo

6. Respuesta cardiaca

Un ejemplo interesante desde el punto de vista de las ciencias de la
salud es lo que se conoce como respuesta cardiaca.

Vamos a ilustrar una aplicacién interesante de la integracion en la medi-
cién de la respuesta cardiaca, es decir, la aplicacién del calculo en ciencias

de la salud.
El flujo cardiaco depende de los siguientes factores:

1. Frecuencia cardiaca y volumen sistdlico
2. Presion arterial.

3. Bombeo de sangre por unidad de tiempo.
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Integral definida 11

El volumen de sangre que bombea el corazén por unidad de tiempo se
conoce como el flujo cardiaco o respuesta cardiaca del corazén. También se
puede definir como el flujo de la sangre hacia la aorta.

Como veremos, para medir la respuesta cardiaca se necesitan conoci-
mientos basicos de integracidn.

Método de dilucion de tinte

En este método, se inyecta un tinte en la auricula derecha y fluye con la
sangre hacia la aorta derecha.

Se mide la concentracion de tinte a través de una sonda insertada en la
aorta en instantes igualmente espaciados en un intervalo de tiempo [0, T
hasta que el tinte se haya aclarado. Sea ¢(t) la concentracién del tinte en
el instante ¢. Si dividimos [0,7] en n subintervalos de igual longitud At,
entonces la cantidad de tinte que fluye pasado el punto de mediciéon en el
subintervalo [t;_1,t;] es aproximadamente

(concentracién de tinte en sangre)(volumen de sangre) = ¢(t)(FAt)

donde F es el flujo que estamos tratando de determinar.
De este modo, la cantidad total de tinte es aproximadamente

c(t))FAt + c(to) FAt + - - - + ¢(t,) FAt,

y, para n — oo, tenemos que la cantidad de tinte es

T T
A= / Fe(t)dt = F/ c(t)dt.
0 0
Asi, la respuesta cardiaca estd dada por

/(; c(t)dt

donde se conoce la cantidad de tinte A y la integral se puede aproximar a
partir de lecturas de la concentracion.
Ejemplo

Se inyecta una dosis de 5 mg de tinte en la auricula derecha. Se mide
la concentracién del tinte (en miligramos por litro) en la aorta a intervalos
de un segundo como se muestra en la tabla. Estimar la respuesta cardiaca
haciendo uso de la regla de Simpson.
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t Joj1)2]3/4]5/6]7|8|9|10]
c® [ 0]04|28]65]98[89 61402311 0 |

Solucion
Aqui A=5,At=1yT = 10.

10

c(t)dt

S—

~ (04 0+4(04+ 65+ 89+ 40+ 1'1) +2(28 + 98+ 6'1 + 23))
= 41'87

Por consiguiente, la respuesta cardiaca es

A 5
F = = =012 L/s = 72 L/min

10 /
/ cyar 48T
0

Ejercicio propuesto

El método de dilucidén de tinte se utiliza para medir la respuesta cardiaca
con 6 mg de tinte. Las concentraciones de tinte, en mg/L, estdn modelados
por c(t) = 20te?*% 0 < t < 10, donde ¢ se mide en segundos. Encontrar la
respuesta cardiaca.
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