TEMA 5

Ecuaciones diferenciales de primer
orden
Aplicaciones

1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales se presentan en una infinidad de situacio-
nes que se estudian a través de distintos modelos matematicos aplicados
a ciencias de la vida, fendmenos de la naturaleza, ingenieria, economia,
etc. y de los cuales veremos algunos casos a lo largo de este tema. En este
sentido las ecuaciones diferenciales permiten el estudio de los cambios en
magnitudes que se presenta en multitud de aspectos de la ciencia y de la
técnica.

Una ecuacion diferencial ordinaria EDO es una ecuacién en la que la in-
cdgnita es una funcidn, y en la cual aparece su variable y algunas derivadas
de la misma. Es este tema nos limitaremos al estudio de algunas ecuaciones
diferenciales de primer orden, esto es, una ecuacion con la funcién su va-
riable y la derivada de la funcién. En el apartado de aplicaciones veremos
tres casos ilustrativos.

Las EDO de primer orden suelen presentarse en las formas:

dy
v =flay), Flryy)=0 Pleyde+Qzy)dy =0 — = f(z,y)
aqui f, P, ), etc. son funciones.
Por ejemplo:
! x !/ _ dy —
y=x+vy, e +yy =0, xdr+ydy=020, o =y
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En muchos casos la variable es el tiempo y, como es usual, se denota por
t en lugar de utilizar .

Veamos un ejemplo:

Se administra un medicamento a un paciente por via intravenosa que
varia a lo largo del tiempo siguiendo la funcién A(¢) = 1 + sent mg/(mL
hora) y es metabolizado a lo largo del tiempo siguiendo la funcién y(t)
mg/(mL hora), donde y(¢) es la concentracién en el instante ¢, la cual veri-
fica la ecuacion diferencial

Cclli =1+sent —y.
Comprobar que la familia de funciones y(t) = Ce™" + (2 — cost + sent)
satisface la ecuacion diferencial.
Solucion
En primer lugar calculamos y/(¢):

1
Y (t) = —Ce™" + 5(sent + cost)
y sustituimos en la ecuacién diferencial ¢/ (t) e y(t):

1
l+sent—y=1+sent—Ce " — 5(2—Cost+sent)

1 1 1 1
=1+sent—Ce ' —1+ icost— §sent = isent—l— §cost— Ce™' =y (t)

En relacién a este ejemplo analicemos otra cuestion:

¢Cudl es la concentracién de medicamento en funcién del tiempo para
el modelo del ejemplo anterior si la concentracién inicial del farmaco en
t =0 es cero?
Solucidn

Se trata encontrar la funcién concreta de la familia de funciones dada
por y(t) = Ce™" + 3(2 — cost + sent) que satisface la condicién y(0) = 0.

Sustituyendo ¢ = 0 en la expresion de y(t) resulta

1 1
y(O):C'eo+§(2—coso+sen0):O<:>C—|—§:0

y, por tanto, C' = —3. De este modo, la solucién del problema de valores
iniciales es

1
y(t) = 5(2 —e ' —cost +sent).
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2. Definiciones

2.1. Solucién general

Dada una EDO de primer orden, en cualquiera de sus formas, se deno-
mina solucion general a un conjunto o familia de funciones dependientes
de un pardmetro que satisface la EDO.

En el ejemplo anterior, la familia de funciones dada por y(t) = Ce™" +
$(2—cost+sent) (el pardmetro es C) satisface la ecuacién y' = 1+sent—y
para cualquier valor de C'. Entonces decimos que ésta es la solucion general.

A veces la solucidn particular viene dada de forma implicita, esto es, sin
estar la funcién despejada ya que el procedimiento seguido para resolver

la EDO nos ha conducido a esa expresion.
. .7 s 7 x
Por ejemplo, 2> — y*> = C' es una solucién de la ecuacién y’ = ~. Esto lo
Y

trataremos posteriormente.

2.2. Solucidén particular

Una solucion particular de una EDO es una de las funciones de la familia
que satisface la EDO y que cumple determinadas condiciones.

En el ejemplo anterior se verifica que para ¢t = 0 se tiene que y(0) = 0
con lo cual, en estas condiciones tiene que ser C' = —1 y, asf la solucién
particular para esa condicién es y(t) = 1(2 — e™* — cost + sen ).

Como, ademads, es una solucién que cumple y(0) = 0 decimos que se
trata de un problema de valores iniciales ya que el tiempo empieza en ¢ = 0.

3. Resolucion de algunos tipos de EDO

En general, el problema de encontrar la solucién general de una EDO
es complicado. Sdlo es posible encontrar dicha solucién cuando la EDO
se puede escribir de determinadas formas, las cuales, a su vez requieren
de ciertas técnicas para su resolucién. En estos casos es preciso calcular
primitivas de algunas funciones para encontrar la solucidn.

Fuera de esos casos concretos para encontrar soluciones de una EDO es
preciso utilizar métodos numéricos que estdn mas alld de los objetivos de
este curso.
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Concretamente, aqui trataremos solamente tres tipos de EDOs.

3.1. Ecuaciones de variables separadas
Son aquellas que pueden escribirse en la forma

dy

yzﬂmmw:%—fmmw

Si consideramos j—g como una fraccion se puede expresar en la forma

‘igzgwﬂy

ahora se calculan las integrales indefinidas indicadas:
1
/fuﬂsz@% /ﬁ@ﬂyZG@)

y la solucién general viene dada por F'(z) — G(y) = C, donde C es una
constante arbitraria.
Ejemplo 1

2uy’ + 2% =0

Solucidn
Esta EDO se puede escribir en la forma

22
y = - = 2udy = —2’dw
2y

integrando ambos miembros se tiene

1.
/dey = — /xde oyt = —gzc‘s
y la solucién general es
1
2 3
3=
Y+ 3:6

Ejemplo 2
(4y + y2*)dy — 2z + xy*)dr =0

Solucion
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Obsérvese que se puede escribir en la forma

dy 2z +axy?  x(2+19?)
4 dy = (2 Ndr = = = =

de donde sigue que

y
do = d
4+x2x 24 2"

Yy
/4+x2d$:/2+ 2dy

1
2 4—|—x2 2/2+ 30y

por tanto,
1 1
5111(4 +2%) = 5111(2 +y)+C
que también podemos escribir (multiplicando por 2 y llamando K = 2C)
como
4 4 22

=K
2+y?

In(44+2%) = In(24+9*)+ K <= In(4+2%)—In(2+3?) = K <= In

y esta ultima expresion se puede expresar en la forma

4+ x? _ K
2 + 12

y si denotamos e = A la solucién general se puede escribir como

4+ o2
— A=+ 4=A0WP+2
e x4+ (y* +2)
Ejemplo 3
Hallar la solucidén de la ecuacidn diferencial
Yy = ysenx
que verifica y(7) = —3.
Solucion

Se tiene que
dy 1
— =ysenxr <= —dy = senxdx
dx Y
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de lo que sigue que, integrando, queda
1
/fdy = /senxdm,
Yy

Inly| = —cosz+C

es decir,

y, aplicando la condicién y(7) = —3 se tiene
In3d=—-cosmt+C <= mn3=1+C<«= C=In3—-1
con lo cual, la solucién particular seria

ln|y|——cosx+1n3—1<:>1n|g|——1—cosx<:>y—36

—1—cosx

3.2. Ecuaciones diferenciales lineales

Se dice que una EDO es lineal si se puede expresar en la forma

Yy + Pla)y = Q(x)

donde Py () son funciones conocidas que dependen solamente de z.
Para resolverlas calculamos / P(z)dz y multiplicamos la ecuacién por

eJ P@4d resultando la igualdad

y’ef P(z)dz + P(x)ef P(z)d:}cy _ Q(x)ef P(z)dz
se observa que en la parte izquierda de la igualdad se encuentra

(ye-f P(z)d:p)/ _ y’ef P(a)de | P(:c)ef Pl@)de,,
derivada de un producto, por consiguiente se tiene

yefP(z)d:Jc _ /Q(x)efp(x)dxdx

Si ahora calculamos la integral que aparece en el segundo y despejando y
encontramos la soluciéon general.

Ejemplo 1
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Obtener la solucion general de la EDO

dy
— + 5y =50
dx +oy
Solucion
En este caso P(z) =5y Q(x) = 50.

Empezamos por calcular
/ ddx = dx

ef P(z)dr _ 65;1:‘

Ahora calculamos

Si ahora multiplicamos ambos miembros de la EDO por este ultimo término
queda:
y'e™® + bye® = 50e’”

Obsérvese que el primer miembro es la derivada del producto ye®* con
lo cual se puede escribir:

yed® = /5Oe5xdx,
es decir,

ye’” =10e” + C <y = 10+ Ce ™,

la cual constituye la solucién general de la EDO.
Ejemplo 2
Obtener la solucién general de la EDO

I+z)y =y+uz

encontrar la solucién que verifica y(0) = 1.
Solucidn
En primer lugar, si escribimos la ecuacion en la forma

y = g o4 2 =y - b -2 =y - ! Y= .
1+ 14«2 1+ 1+ 1+ 1+z
Se observa que P(x) ! Q(x) .
) = — €Tr) = .
d 1+xy 1+

Matematica Aplicada y Estadistica 7 Grado en Farmacia - Universidad de La Laguna



Ecuaciones diferenciales 8

Empezamos por calcular

/< ! )dx:—ln(1+m):ln !

14 1+

Ahora calculamos

1

ef P(z)dz _ elnﬁ _ )
1+

Si ahora multiplicamos ambos miembros de la EDO por este dltimo término
queda:

1 11 1 1 1
11z l1+al+a’ 1+4ai+z - 1tz (1+a2) Qta2

/

Y

Aqui se ve claramente que el primer miembro es la derivada del produc-

1 o
to y con lo cual se puede escribir:
1+

dx

1 _/ x
iz~ (1+z)?

El problema ahora se reduce a calcular

/(1—fx)2dx

que es la integral de una funcion racional, la cual es preciso descomponer
previamente en fracciones simples:

T A B

T+r2? o+l @+lp

quitando denominadores y calculando A y B se tiene

x 1 —1 1
"y = =—+41 1 .
/(1+$)2d93 /<x+1+($+1)2>d$ x—i—1+ n(r+1)+C

Por tanto se tiene la solucién general:

1 1
y1+x:x+1—|—ln(a:+1)—i—C<:>y:1+(:U+1)1n(515+1)—|—0($+1)
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Para terminar solo falta encontrar la solucidon particular que verifica
y(0) = 1:

1=140+1)In(0+1)+CO0+1)=1+C=C=0
con lo cual la solucién particular buscada es
y=1+(z+1)In(x+1)
Ejemplo 3
Obtener la solucién general de la EDO

y'senz + y cosT = wsen T

encontrar la solucién que verifica y(7/2) = 2.
Solucién
Si dividimos ambos miembros por sen 2 queda en la forma

COsS T

y+y_—a=u
sen

Se observa que es una ecuacion lineal con

COS T

P(z) = r, Qr)==

Ahora calculamos

/P(x)dx = / OB e = Insen

sen

y multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por ™% = sen z, que-
dando en la forma inicial

y'senx + y cosx = rsen x.

Se observa aqui que el primer miembro es la derivada de la funcién y sen
y, por consiguiente

(ysenz) = zsenx <= ysenx = /msen xdx

La ultima integral se calcula por partes:

U

U=z ] u=dz
dv=senxzdr | v=—cosx
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de lo que sigue:
/msenxdm —xcosx + /cosxdx = —gcosx+senz + C.

Con esto la solucion general es
ysenx = —xcosx +senx + C,

y si ahora aplicamos la condicidén y(7/2) = 2 queda

QSeng:—gcosg+seng+6’<:>2:1—|—C<:>C’:1.

Asi, la solucion particular es

ysenx = —xcosx +senx + 1.

3.3. Ecuaciones diferenciales exactas

Son la EDO que se pueden escribir en la forma
P(x,y)dz + Q(z,y)dy =0
y verifican que P, = @),, es decir
or _oQ
dy  Ox
El procedimiento para encontrar la solucién consiste en encontrar una
funcién F'(z,y) que verifique

dF(z,y) = P(z,y)dr + Q(x,y)dy

y la solucién de la EDO seria F(z,y) = C, siendo C' una constante arbitra-
ria, dado que la diferencial de F' seria 0.

Un ejemplo es la mejor ilustracion del método general a seguir:
Ejemplo 1

Resolver la EDO

3y +e* + (3x +cosy)y =0

Matematica Aplicada y Estadistica ]_ O Grado en Farmacia - Universidad de La Laguna
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Solucidn

En primer lugar tenemos que descartar que sea de uno de los modelos
ya estudiados: variables separadas o lineales.

Ahora, teniendo en cuenta que

d
3y + e + (3x + cosy)y =0 < 3y+€x+(3x—|—cosy)d—y =0
T

es decir,
(3y + €”)dz + (3x + cosy)dy = 0

se sigue que P(z,y) =3y + ey Q(x,y) = 3z + cos y.
Comprobemos:
P,=3, Q,=3

esta claro que es una diferencial exacta. Vamos en buscar la funcién F' que
cumple:
F,=3y+e", F,=3z+cosy.

Podemos empezar por cualquiera de las dos:
Fy=3y+e" = Fla,y) = [(By+e)dn+g(y) = Fla.y) = 3oy +e"+ g(y).

la constante de integracién depende de y ya que F' es una funcién de (z, y)
y solo hemos integrado respecto a .

A continuacién aplicamos que F, = 3z + cosy partiendo de la integra-
cion que acabamos de realizar:

F(z,y) =3zy +e" +g(y) = F, = 3x + ¢'(y) = 3z + cosy

de lo que sigue
g'(y) = cosy => g(y) = seny

Por consiguiente,
F(z,y) =32y + €" 4+ seny
y la solucion general de la EDO es
3rxy + e’ +seny =C

Ejemplo 2
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Resolver la EDO
(2° +y*)dx + 3zy*dy = 0
Solucion
se sigue que P(z,y) = 2> + > y Q(z,y) = 3zy>.
Comprobemos:

Py =3y, Q.=3y
esta claro que es una diferencial exacta. Vamos en buscar la funcién F' que

cumple:
F, = 2%+, F,= 3x1°.

Consideremos

4
=o'y’ = Flay) = @ +y)do+gy) = Fla.y) = 7+’ +9(y),

la constante de integracién depende de y ya que F' es una funcién de (z,y)
y solo hemos integrado respecto a z.

A continuacién aplicamos que F, = 3zy” partiendo de la integracion
que acabamos de realizar:

4

X
Flay) =7 + zy’ +g(y) = F, =3z + ¢'(y) = 3ay?

de lo que sigue
d'(y) = 0= g(y) = constante

Por consiguiente,
4

F(z,y) = % + 2y + constante

y la solucién general de la EDO es
4

x
T + 2y + constante = C

pero como en la solucidon general de una EDO de primer orden solamente
puede haber una constante, la solucidn general es
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Ejemplo 3
Encontrar la solucién particular de la EDO
(ye® + 1)dz + (e* — 1)dy =0

que satisface la condicién y(1) = 1.
Solucién

se sigue que P(x,y) =ye* + 1y Q(z,y) = e* — 1.

Comprobemos:

Py =" Qy=¢"
estd claro que es una diferencial exacta. Vamos en buscar la funcién F' que
cumple:
F,=ye"+1, F,=¢"—1.

Consideremos
Fy=e¢"—1= F(z,y) = /(6‘” — D)dy + g(x) = F(z,y) = y(e” — 1) + g(z),

la constante de integracién depende de = ya que F’ es una funcion de (x, y)
y solo hemos integrado respecto a y.

A continuacién aplicamos que F, = ye* + 1, partiendo de la integracion
que acabamos de realizar:

Fz,y) =y(e® = 1)+ g(z) = F, = ye" + ¢'(z) = ye* + 1

de lo que sigue
¢ (z) =1 = g(x) = x + constante

y la solucién general de la EDO es
y(e” — 1) + z + constante = C

pero como en la solucién general de una EDO de primer orden solamente
puede haber una constante, la solucidn general es

yle — 1) +z =K.
Aplicando la condicién y(1) = 1 queda
e—1+1=K=K=e¢

con lo cual, la solucién particular buscada es:
e—x
er — 1

ye* =) +r=e=y=
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4. Aplicaciones

Las Ecuaciones Diferenciales constituyen un campo muy amplio dentro
de las Matemadticas por la gran cantidad de problemas reales que se pueden
abordar haciendo uso de ellas.

En este tema solamente vamos a tratar, a modo de introduccion, tres
situaciones que se resuelven con los conocimientos adquiridos: la desin-
tegracion radiactiva, los problemas de temperaturas y los problemas de
mezclas.

4.1. Desintegracion radiactiva

Las sustancias radiactivas se desintegran espontdneamente emitiendo
radiatividad.

Las observaciones experimentales muestran que la masa de sustancia
radiactiva Ay que se desintegra en un intervalo de tiempo At es propor-
cional a la masa y y al tiempo transcurrido At, esto es, Ay = —kyAt. Si se
consideran intervalos de tiempo At proximos a cero se llega a la ecuaciéon
diferencial

dy

dy = kydt — =k
Y ) <:>dt )

donde £ es la constante de desintegracion radiactiva (k > 0 ya que Z—?Z < 0),
que depende de ciertos factores, entre ellos la naturaleza de la sustancia
radiactiva.

En este tipo de modelos matematicos se define la vida media o semi-vida
al tiempo que transcurre hasta que una cantidad de sustancia se desintegre
hasta quedar la mitad.

Ejemplo 1

La vida media del Radio-226 es de 1590 afios. Se tienen 100 g de Radio-
226. Encontrar la férmula que nos da la masa al cabo de ¢ afios. ¢Cuadl es la
masa de Radio-226 que queda al cabo de 1000 afios? ¢Cudnto tiempo ha
de transcurrir para que dicha masa se reduzca a 30 g?

Solucién
En primer lugar planteamos la ecuacién diferencial que sigue el modelo:
dy
A
it~ Y

donde y representa la masa de Radio-226 en el instante .
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Se tiene que

d
%Y — _ktdt == In ly| = =kt + C ==y = e "¢ = e7FeC = Ae™H
Y

donde hemos llamado A = e°.
Si en el instante inicial hay 100 g se tiene que y(0) = 100 y, por consi-
guiente,
100 = Ae ™ = A,

con lo cual se tiene que
y = 100e™".

Ahora, para encontrar el valor de & aplicamos que la vida media es 1590
anos: )
e 1990k == o~ 1590k

N

1
—1590k = In 5= —0'693147 <= k = 4'3594 - 10~*

y asi
y = 100e—4/3594-107%¢

Transcurridos 1000 afios queda
y = 1006—4'3594-10*4100% ~ 65 mg.
Finalmente, hallemos ¢ para que la masa sea 30 mg
30 = 100e~ 31107 — 4’3504 - 107 = In 03 = —120397

con lo cual ¢ ~ 2762 anos.
Ejemplo 2

Se ha encontrado un hueso antiguo que contiene 3 de la cantidad origi-
nal de carbono 14 de un hueso en tiempo actual. ¢Cudl es la antiguiiedad
del f6sil? Se sabe que la vida media del carbono 14 es de 5.568 afios.
Solucion

Sea z(t) la cantidad de carbono 14 existente en el hueso en el instante
t y sea xo la cantidad de carbono 14 que habia en el momento en que se
formé el hueso, es decir, z(0) = x.
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Como la vida media del carbono 14 es 5.568 afios se tiene x(5568) = %.

Ademas, Zf es la rapidez con la que se desintegra el carbono 14 y aplicando

dx
g
at
sigue que
dz —kt+C —kt ,C
— =—kdt <= In|z| = —ktxC <=z =c¢ =e e
T
y como z(0) = x = €%, con lo cual
T = IL‘OG_kt.
Considerando que z(5568) = % se tiene que
1 1
o= eI e 0= eI s 5568k = In o = —0'693147

de donde k£ = 0'00012448, v asi

—_0n/
T = xe 0 00012448t'

. . i
Para terminar tenemos que determinar el valor de ¢ para que z(t) = go

/ 1 / 1
% — e 0/000124488 o= o~ 0/00012448¢ —0'00012448¢ — In <

que nos da t = 16705 afos.

4.2. Ley de enfriamiento de Newton

La ley de enfriamiento de Newton establece que la tasa de enfriamiento
de un objeto es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto
y su entorno, siempre que esta diferencia no es demasiado grande. (Esta ley
también se aplica al calentamiento). Si denotamos por 7'(¢) la temperatura
del objeto en el instante ¢ y por T, la temperatura del medio que lo rodea,
entonces podemos formular la Ley de Enfriamiento de Newton como una

ecuacion diferencial:
dT

— = k(T -T,
o =K )
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donde k es una constante que depende de distintos factores.
Ejemplo 1

Una barra metdlica que se encuentra a una temperatura de 100° C se
pone en una nevera que se mantiene a una temperatura de 0° C. Después
de 20 minutos la temperatura de la barra es de 50° C.

a) ¢Cuanto tiempo ha de transcurrir para que la temperatura de la barra
sea de 25° C?

b) ¢Cudl serd la temperatura de la barra después de 10 minutos?

Solucion

Segun los datos del enunciado, si 7'(¢) es la temperatura de la barra
en el instante ¢ se tiene: 7'(0) = 100° Cy 7(20) = 50° C. La temperatura
ambiente es 7, = 0° C. Segun la Ley de Enfriamiento de Newton se tiene

ar

— =KT-T,
il )

y como T, = 0° C se tiene ambiente es 7, = 0° C. Segun la Ley de Enfria-

miento de Newton se tiene T

— =kT
dt
de lo que sigue

dar
T = kdt <= In|T| =kt 4+ C <= T = "¢ = ke = Ak

denotando por A la constante ¢“. Ahora, como 7'(0) = 100° C podemos
escribir
T(t) = 100"

como 7'(20) = 50° C se tiene
1 1
50 = 1002 «— 2% = 5 = 20k = In 5= —0'693147

de que sigue que k = —0'034657 y asi
T(t) =100 6_0/034657t.

Ahora podemos abordar las cuestiones planteadas:
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a) El tiempo necesario para que la temperatura de la barra sea 25° C se
obtiene resolviendo la ecuacién 7'(t) = 25, esto es

/ 1 In 0’2
—0/034657¢ __ * ‘= n 0725 40

100 —0/034657t — — ~
¢ 1 —0/034657

=25<«<=c¢

b) La temperatura de la barra después de 10 minutos es
T(10) = 100 e~ 03465710 — 70/77

con lo que podriamos afirmar que al cabo de 10 minutos la temperatura de
la barra seria de 71° C aproximadamente.
Ejemplo 2

Un cuerpo cuya temperatura se desconoce es introducido en un frigorifi-
co cuya temperatura se mantiene constante a 1° C. Después de 20 minutos
su temperatura es de 40° C y después de 40 minutos su temperatura es
de 20° C. Determinar la temperatura inicial del cuerpo y el tiempo que
transcurrird hasta su temperatura sea de 5° C.
Solucion

Si T'(t) denota la temperatura de este cuerpo en el instante ¢ se tiene:
T(20) = 40° Cy T(40) = 20° C. La temperatura ambiente es 7, = 1° C.
Segtn la Ley de Enfriamiento de Newton se tiene

dT dT

— KT -T, = = kT-1
o = K )= - =k(T—1)

Procediendo como en el ejemplo anterior se tiene

dT
1 =kdt <= In|T — 1| =kt + C <= T — 1 = "¢ = ke = AeM,
es decir,
T(t) =1+ Aet.

Ahora para obtener A y k aplicamos que 7'(20) = 40 y 7'(40) = 20,

obteniendo
T(20) = 1+ Ae** = 40
T(40) = 1+ Ae'% — 20

de lo que sigue
Ae?* = 39
Ae%% = 19
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se tiene asi un sistema de dos ecuaciones y dos incdgnitas. Dividiendo or-
denadamente la primera ecuacion entre la segunda se tiene:

ek 39 o 39 39
et 39 —20k _ %Y 90k — 10 22 — 07191
cl0k 19 ¢ 19 "9

de lo que sigue que k£ = —0'03595.
Por otra parte, para calcular A aplicamos el valor de £ y se tiene

A€20-(70/03595) =39 e A = L ~ 80

£20-(—003595)
y, entonces
T(t) = 1 + 8000359

y, por consiguiente 7'(0) = 81° C.
Finalmente, hay que determinar ¢ para que 7'(t) = 5° C. Para ello plan-
teamos la ecuacion

! ! 4 1
5 — 1 4 gQe—0'03595 —0'03595t _ 2 _ L _ 5
+ole — € 80 20
999573
003595t = In 0/05 <= ¢ = —= 22200 _ g3r33 g3
. — 003595 oras

4.3. Problemas de mezclas

Los problemas de mezcla surgen en muchos areas de la ciencia. Por lo
general, involucran un tanque de capacidad fija, lleno de una solucién bien
mezclada de alguna sustancia (como sal). La soluciéon de una concentraciéon
dada ingresa al tanque a una velocidad y la mezcla, bien removida, sale a
una velocidad fija.

Consideremos un tanque o recipiente que contiene una solucién (soluto
y solvente tales como agua y sal). Supondremos que hay un flujo tanto de
entrada como de salida y queremos determinar la cantidad y(¢) de soluto
que hay en el tanque en el instante ¢. Suponemos conocidos los siguientes
datos:

= volumen inicial [,

= masa inicial yq kg
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= concentracion inicial % Kg/1
0

= entra solucion a una concentracion a Kg/1
= arazon de v; I/min
» sale a razén de v, I/min

Se pretende calcular y(t), la masa de soluto en el instante ¢.
La variacion de dicha cantidad viene dada por

dy _
dt
donde v, y v, son las velocidades de entrada y salida de dicha sustancia

. . t .
respectivamente. Como v, = av; Kg/miny vy = Xy/((t)) Kg/min donde V' (t) =
lo + vit — vot es el volumen de disolucion en el recipiente en el instante ¢,

el problema de condiciones iniciales se plantea en la forma:

Ve — Vs, kg/min

d
d—‘z = (rapidez entrada soluto) — (rapidez salida soluto)
dy oY
dt ! lo + (Ul — UQ)t
con y(0) = yo.
Ejemplo 1

Un depdsito de 300 litros se encuentra lleno en sus dos terceras partes
de capacidad y contiene 50 kilos de sal. En el instante ¢ = 0 minutos, se
abren las vdlvulas de manera que se agrega una solucién salina con una
concentracién de un tercio de kilo por litro al contenedor a una velocidad
de 3 litros por minuto. Si la mezcla bien agitada se extrae del contenedor a
la velocidad de 2 litros por minuto ¢cudntos kilos de sal se encuentran en
el contenedor cuando éste se llena?

Solucion

Sea y(t) la cantidad de sal en el contenedor en el minuto ¢. La razén
de cambio en cada minuto y/(t), serd igual a la cantidad de sal que entra
en el depdsito, menos la cantidad de sal que sale en el mismo minuto. La
velocidad con la que la sal entra en el minuto ¢ sera

1
gkg/l x 31/min = 1kg/min
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Al mismo tiempo la velocidad con que sale la calculamos de la siguiente
manera: sabemos que para el minuto ¢, y(¢) serd la sal existente en 200 + ¢
litros de agua. Por tanto, en 2 litros tendremos 2y(t)/(t + 200) kilos de sal.
En consecuencia:

2

) =1 —
y(®) t+ 2007

(), y(0) = 50.

se observa que la anterior es una ecuacion diferencial lineal:

V' a0y !
con P(t) = _ 2 y Q(t) = 1. Ahora calculamos
t+ 200
/ 24t = 21In(t + 200)
t + 200
y, por tanto,
ef P(t)dt _ ,2In(t+200= _  In(t+200)* _ (t+ 200)2

y, multiplicando la ecuacién por (¢ + 200)? queda

(t +200)%y" + 2(t + 200)y = (¢ + 200)?

de donde )
((t+200)%y) = (t+200)?
y entonces
2 3
(t +200)%y = /(t +200)%dt = {t+200)° +C
de lo que sigue
14200 C

3 i+ 200

Esta es la solucién general de la ecuacién lineal. Para encontrar la solucién
particular que verifica y(0) = 50 sustituimos

A0 C

50 — =— (= ——200?
3 2002 3
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y la solucion pedida es

£+200 502002
3 3(t + 200)2

y:

Por ultimo, para conocer la cantidad de sal existente en el depdsito
cuando éste se ha llenado es necesario saber el tiempo transcurrido. Como
cada minuto aumenta en un litro la cantidad de agua e inicialmente tenia-
mos 200 litros serdn necesarios 100 minutos para llenar el contenedor. En
este caso resulta

y(100) ~ 92 kg

Ejemplo 2

Una solucién salina fluye a razén constante de 6 1/min hacia el interior
de un depdsito que, inicialmente, contiene 50 litros de solucién salina en
la cual se disolvieron 5 kg de sal. La solucién contenida en el depdsito se
mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior con la misma rapidez. Si
la concentraciéon de sal que entra es de 0’5 kg/1, determinar la cantidad
de sal presente en el depdsito al cabo de ¢t minutos. ¢Cuando alcanzara la
concentracién de sal en el depésito el valor de 0’3 kg/1?
Solucidn

Comenzamos denotando por y(t) los kg de sal dentro del depésito en el
instante .

Igual que en el ejemplo anterior se tiene que:

=6-05—6- 0)=>5
v = 2 o)
Obsérvese que, en este caso se tiene:
d _
dy _ 3y:>dy 75 3y:> dy :ﬁ
dt 25  dt 25 75— 3y 25

de lo que sigue
t b
—1n ‘75 3y’ _ + C =75 -3t = 73t/25+c — e—3t2560 — Ae—dt/25

de donde
y = 25 _ ée—3t/25
3

A ,
y(O):5<:>5:25—§<:>A:60:>y:25_20€—3t/25_
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Por consiguiente, la concentracion sera

y(t) 12 —3t/25
pn=NY _-_=
Cl =% =5 5°

y, finalmente, para calcular el tiempo que tiene que transcurrir para que la
concentracion sea 0’3 kg/ se pone

~ 25In2

03 =05—04e 3 = ()5 = 3 = ¢ ~ 6 minutos.
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